
 

 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ  
ΘΕΜΑ Α 
Α1. Σχολικό σελ. 76 
Α2. Σχολικό σελ. 155 
Α3. Σχολικό σελ. 216 
Α4. α)Σ    β)Σ    γ)Λ    δ)Λ    ε)Σ   
 
ΘΕΜΑ Β 

Β1. 𝑓(𝑥) =
𝑔(𝑥)

ℎ(𝑥)
  , με 𝐴𝑔∩ℎ = [1,+∞) 𝜅𝛼𝜄 ℎ(𝑥) ≠ 0  √𝑥 −

1

√𝑥
≠ 0  𝑥 ≠ 1 

Οπότε 𝛢𝑓 = (1,+∞) και 𝑓(𝑥) =
√𝑥+

1

√𝑥

√𝑥−
1

√𝑥

=
𝑥+1

𝑥−1
  , 𝑥 > 1 

𝐴𝑟 = 𝐴𝑔∩ℎ = [1,+∞) και 𝑟(𝑥) = (√𝑥 +
1

√𝑥
) ∙ (√𝑥 −

1

√𝑥
) = 𝑥 −

1

𝑥
  , 𝑥 ≥ 1. 

B2. 𝑓′(𝑥) =
(𝑥+1)′(𝑥−1)−(𝑥+1)(𝑥−1)′

(𝑥−1)2
= −

2

(𝑥−1)2
< 0. Οπότε f γνησίως φθίνουσα ,άρα 

1-1 και αντιστρέψιμη. 
𝐴𝑓−1 = 𝑓(𝐴) = ( lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥), lim

𝑥→1+
𝑓(𝑥)) = (1,+∞), διότι  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑥+1

𝑥−1
= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑥

𝑥
= 1  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

f(x) = lim
𝑥→1+

(
1

𝑥−1
) ∙ (𝑥 + 1) = +∞  

Για την αντίστροφη θα λύσουμε 𝑓(𝑥) = 𝑦  
𝑥+1

𝑥−1
= 𝑦  𝑦(𝑥 − 1) = 𝑥 + 1   

𝑥 =
1+𝑦

𝑦−1
  .  Οπότε , 𝑓−1(𝑥) =

𝑥+1

𝑥−1
  , 𝑥 > 1 .  

Άρα  𝑓 = 𝑓−1 , διότι έχουν ίδιο τύπο και ίδιο πεδίο ορισμού. 
 
B3. 
 
Κατακόρυφη Ασύμπτωτη : 
 

𝑥→1+
lim𝑟(𝑥)

=  𝑥→1+
𝑙𝑖𝑚 (𝑥 −

1

𝑥
) =   + ∞ 

 
Επομένως δεν έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη στο 1. 
 
Οριζόντια ασύμπτωτη : 
 

𝑥→ −∞
lim  𝑟(𝑥) =𝑥→−∞

lim    (𝑥−
1
𝑥
)
  = −∞ 

 

𝑥→ +∞
lim  𝑟(𝑥) =𝑥→+∞

lim    (𝑥−
1
𝑥
)
  = +∞ 

 

Επομένως δεν έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο +∞  και - ∞ αντίστοιχα . 
 
Πλάγια ασύμπτωτη  είναι της μορφής : y = λx + β  



 

 

 

𝜆  =  𝑥→+∞
𝑙𝑖𝑚   (

𝑟(𝑥)

𝑥
)   =  𝑥→+∞

𝑙𝑖𝑚   (
𝑥− 

1

𝑥

𝑥
)   =  𝑥→+∞

𝑙𝑖𝑚   (
𝑥2−1

𝑥2
)   =1 

 

 𝑥→+∞
𝑙𝑖𝑚  (𝑟(𝑥) − 𝜆 𝑥)  =  𝑥→+∞

𝑙𝑖𝑚   (𝑥 −
1

𝑥
− 𝑥)   = 0 . 

Άρα πλάγια ασύμπτωτη στο +∞  : y = x . 
 
 
B4. 
 

(𝑓−1(𝑓(𝑥))) =  1  +  4𝑟(𝑥) ⟺ 𝑥2  =  1  +  4 (𝑥  −  
1

𝑥
) ⟺ (𝑥3 = 𝑥 + 4𝑥2   − 4) ⟺

(𝑥3 − 4𝑥2  − 𝑥 + 4)=0⟺ 𝑥2(𝑥 − 4) − (𝑥 − 4) = 0 ⟺ (𝑥 − 4)(𝑥2 − 1) = 0  

                  𝑥  =  4     ή  𝑥  =   +  1   ή  𝑥  =   −  1  .  
 
 
Δεκτές λύσεις  : 4 
Μη αποδεκτή λύση : x = -1, x=1 ,εκτός πεδίου ορισμού . 
 
 
ΘΕΜΑ  Γ  
 
 
Γ1.  Για 0 ≤ 𝑥 < 2  , 𝑓  συνεχής ως πολυωνυμική. 
Για 𝑥 > 2  f  συνεχής ως πολυωνυμική. 
Για 𝑥 = 2 ∶  lim

𝑥→2+
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→2−
𝑓(𝑥) = 𝑓(2) 

lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2−

(−2𝑥 + 4 + 𝑒𝜆) = 𝑒𝜆  και lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→2+

(−𝑥2 + 4𝑥 − 3 +

𝜆) = 1 + 𝜆   
Άρα , 𝑒𝜆 = 1 + 𝜆. Θέτω 𝜑(𝑥) = 𝑒𝑥 − 𝑥 − 1, 𝑥 ∈ 𝑅 . Οπότε , 𝜑′(𝑥) = 𝑒𝑥 −
1,   𝜑′(𝑥) = 0  𝑥 = 0, 𝜑′(𝑥) > 0  𝑥 > 0 και 𝜑′(𝑥) < 0  𝑥 < 0.  
Οπότε η φ παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο 0 το 𝜑(0) = 0 και 𝜑(𝑥) ≥ 𝜑(0), οπότε 
η φ έχει μοναδική ρίζα το 𝑥 = 0, άρα λ = 0. 
 

Γ2. Ο τύπος  γίνεται 𝑓(𝑥) = {
−2𝑥 + 5,   0 ≤ 𝑥 < 2

−𝑥2 + 4𝑥 − 3, 𝑥 ≥ 2
 

Για  0 ≤ 𝑥 < 2 , f παρ/μη ως πολυωνυμική με 𝑓′(𝑥) = −2 < 0 
Για 𝑥 > 2, η f είναι παρ/μη ως πολυωνυμική με 𝑓′(𝑥) = −2𝑥 + 4 
Λύνουμε 𝑓′(𝑥) = 0 −2𝑥 + 4 = 0 𝑥 = 2.  
Οπότε η f είναι γνησίως φθίνουσα στο [0,2] και στο [2, +∞), f συνεχής στο x0 =
2, άρα η f ειναι γνησίως φθίνουσα στο [0, +∞) . 
 
Γ3. i) f συνεχής στο [0,3] αλλά η f δεν είναι παρ/μη στο 2, άρα η f δεν είναι παρ/μη 
στο (0,3). 
 



 

 

ii) Η ευθεία που διέρχεται από τα 𝛥(0, 𝑓(0)), 𝐸(3, 𝑓(3))  έχει συντελεστή 

διεύθυνσης 𝜆 =
𝑦2−𝑦1

𝑥2−𝑥1
=
0−5

3−0
= −

5

3
 . 

Η εφαπτομένη της  𝐶𝑓 στο (𝜉, 𝑓(𝜉)):  𝑦 − 𝑓(𝜉) = 𝑓′(𝜉)(𝑥 − 𝜉). 

Πρέπει 𝑓′(𝜉) = −
5

3
 .   

Για 0 ≤ 𝑥 < 2 , 𝑓′(𝑥) = −2 < 0.  Άρα για 𝑥 > 2 ∶ 𝑓′(𝑥) = −
5

3
  −2𝑥 + 4 = −

5

3
 

 𝑥 =
17

3
 ∈ (2, +∞). Οπότε 𝜉 =

17

6
 

 

 

Γ4.  Το Μ(2,0) κινείται στην 𝑥 = 2 και θα συναντήσει την 𝐶𝑓 στο 𝛭′(2,1).  

Άρα 𝜐 = 0,5 , οπότε 𝑦′(𝑡) = 0,5. 

𝜀𝜑(𝜔(𝑡)) =
𝛭𝛢

𝛰𝛢
=
𝑦(𝑡)

2
 . Παραγωγίζοντας τη σχέση : 

𝜔′(𝑡)

𝜎𝜐𝜈2(𝜔(𝑡))
=
𝑦′(𝑡)

2
 . 

 Για 𝑡 = 𝑡0 : 
𝜔′(𝑡0)

𝜎𝜐𝜈2(𝜔(𝑡0))
=
𝑦′(𝑡0)

2
   (1 + 𝜀𝜑2(𝜔(𝑡0)))𝜔

′(𝑡0) =
𝑦′(𝑡0)

2
   

(1 +
1

4
)𝜔′(𝑡0) =

0,5

2
   𝜔′(𝑡0) = 0,2 𝑟𝑎𝑑/𝑠   ,  

διότι 𝜀𝜑2(𝜔(𝑡0)) = (
𝛭𝛢

𝛰𝛢
)
2

= (
1

2
)
2

=
1

4
   . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

ΘΕΜΑ Δ 

 

Δ1 . 
  

𝑓  παραγωγίσιμη  στο (0,   + ∞) ως πηλίκο παραγωγίσιμων . 
 

𝑓′(𝑥)  =
(
1

𝑥
+ 𝑎)𝑥 − 1(ln𝑥 + 𝑎𝑥)

𝑥2
=
1+𝑎𝑥 −  ln𝑥 −𝑎𝑥 

𝑥2
=
1−  ln𝑥 

𝑥2
 . 

 
𝑓′(𝑥) = 0 ⟺ 1 − ln 𝑥   = 0  ⟺ ln 𝑥   = 1 ⟺ ln𝑥 = ln 𝑒 ⟺ 𝑥 = 𝑒 

 
1 − ln 𝑥   > 0  ⟺ ln 𝑥 < 1 ⟺ ln𝑥 < ln 𝑒 ⟺ 𝑥 = 𝑒  
𝑥2 > 0 για κάθε 𝑥  ∈  (0,   + ∞) . 
 

Για 𝑥  ∈  (0, 𝑒)  ,  𝑓′(𝑥) < 0  άρα   𝑓   γνησίως φθίνουσα  στο  (0, 𝑒) . 

Για 𝑥 ∈ (𝑒, +∞) ,𝑓′(𝑥) < 0   άρα 𝑓   γνησίως αύξουσα στο (𝑒, +∞) . 

Επομένως   𝑥 = 𝑒  , θέση ολικού  μεγίστου  με ολικό μέγιστο το :  

𝑓(𝑒) =
ln 𝑒 +𝑎𝑒 

𝑒
=
ln 𝑒 +𝑎𝑒 

𝑒
=
1+𝑎

𝑒
  

Από σύνολο τιμών  : 𝑓(𝑒) = 1  +  
1

𝑒
⟺

1

𝑒
+ 𝑎  = 1  +

1

𝑒
⟺ 𝑎 = 1  . 

 

 

Δ2. f(x) =
lnx+x

x
 , x > 0  . Η f είναι συνεχής στο [

1

2
, 1] , f (

1

2
) =

ln
1

2
+
1

2

2
=
ln
1

2
+ln√e

2
=

ln
√e

2

2
< 0 , διότι ln

√e

2
< ln1 = 0 , f(1) = 1 > 0 , οπότε f (

1

2
) f(1) < 0  άρα 

ικανοποιείται το Θεώρημα Bolzano και υπάρχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (
1

2
, 1) 

και λόγω μονοτονίας, μοναδική. 

 
Δ3. i) f(x) = f(4) 

f(2) =
ln2+2

2
   ,   f(4) =

ln4+4

4
=
2ln2+4

4
=
ln2+2

2
= f(2)  

Άρα το x1 = 2 και x2 = 4 είναι λύσεις της f(x)=4. 
φ(x) = f(x) − f(4) , φ′(x) = f′(x).  

Η φ είναι γνησίως αύξουσα στο (ο, e], οπότε η x1 = 2  μοναδική ρίζα στο 

διάστημα και φ γνησίως φθίνουσα στο [e, +∞), οπότε x2 = 4 μοναδική ρίζα στο 

διάστημα. 

 

ii)  

2𝑥  ≤  𝑥2  ⇔ ln 2𝑥  ≤ ln 𝑥2  ⇔  𝑥 𝑙𝑛2 ≤ 2𝑙𝑛𝑥 ⇔
𝑙𝑛2

2
≤
𝑙𝑛𝑥

𝑥
   

 

⇔
𝑙𝑛2

2
+ 1 ≤  

𝑙𝑛𝑥

𝑥
+ 1 ⇔ 𝑓(2) ≤ 𝑓(𝑥) 

 



 

 

 

𝑓(2) = 𝑓(4) ≤ 𝑓(𝑥) 

 Από μονοτονία της φ :  
φ: γν. αύξουσα στο (0,e] και φ(2)=0 , άρα φ(χ) ≥ 0 για x∈ [2, 𝑒] 

φ: γν. φθίνουσα στο [e,+∞) και φ(4)=0 , άρα φ(χ)≥ 0 𝛾𝜄𝛼 𝑥 ∈ [𝑒, 4] 

 

Άρα , 𝜑(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(2) ≥ 0 , για κάθε x∈ [2,4] 

 

 

 

 

 

Δ4. Ε(Ω) = ∫ |𝑔(𝑥)|𝑑𝑥 =  ∫ |𝑓(𝑒𝑥)
1−𝑥

𝑒𝑥
| 𝑑𝑥

0

−𝑙𝑛2

0

−𝑙𝑛2
  

Θέτουμε: u = 𝑒𝑥  ⇔ 𝑥 = 𝑙𝑛𝑢 ⇔ 𝑑𝑥 = (𝑙𝑛𝑢)′𝑑𝑢 ⇔ 𝑑𝑥 =
1

𝑢
𝑑𝑢  

Για x = -ln2 :  𝑢1 = 𝑒
−𝑙𝑛2 = 

1

2
   

Για x = 0 : 𝑢2 = 𝑒
0 = 1 

 

τότε : E(Ω) = ∫ |𝑓(𝑢)
1−𝑙𝑛𝑢

𝑢
|
1

𝑢

1
1

2

 𝑑𝑢 =  ∫ |𝑓(𝑢)
1−𝑙𝑛𝑢

𝑢2
|  𝑑𝑢 = ∫ |𝑓(𝑢)𝑓′(𝑢)|𝑑𝑢

1
1

2

1
1

2

   

Απο Δ2.     
1

2
 ≤ 𝑥 ≤  𝑥0 

𝑓:↗
⇒  𝑓 (

1

2
) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥0) ⇒ 𝑓(𝑥) ≤ 0 

                  𝑥0 ≤ 𝑥 ≤ 1  
𝑓:↗
⇒  𝑓(𝑥0) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(1) ⇒ 𝑓(𝑥) ≥ 0  

 

τότε : E(Ω) = −∫ 𝑓(𝑢)𝑓′(𝑢)𝑑𝑢 + ∫ 𝑓(𝑢)𝑓′(𝑢)𝑑𝑢 =  − [
𝑓2(𝑢)

2
]1
2

𝑥0
+ [

𝑓2(𝑢)

2
]
𝑥0

1

=
1

𝑥0

𝑥0
1

2

 − 
𝑓2 (𝑥0)

2
+ 

𝑓2(
1

2
)

2
+ 

𝑓2(1)

2
+ 

𝑓2(𝑥0)

2
= 

𝑓2(
1

2
)

2
+ 

𝑓2(1)

2
  ,   διότι : 𝑓(𝑥0) = 0  

 

Έτσι , E(Ω) = 
𝑓2(

1

2
)

2
+ 

𝑓2(1)

2
= 2𝑙𝑛22 − 2𝑙𝑛2 + 

1

2
+ 

1

2
=  2𝑙𝑛22 − 2𝑙𝑛2 + 1  
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